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Tomas Bergqvist

SAMMANFATTNING. I denna artikel diskuteras den roll som problemlssning och
grafriknare har och skulle kunna ha i den svenska gymnasieskolan. Négra situ-
ationer dir grafriknaren anvinds visas och ndgra exempel pd forskningsprojekt
presenteras.

1. Introduktion

Det finns ett flertal forskningsrapporter och undersokningar dir forskare drar slut-
satsen att en 6kad andel problemldsning och arbete med 6ppna frigestillningar i
matematik 4r positivt for elevernas inlirning utan att vara negativt for rutinarbetet.
Ett exempel pa en sidan undersokning ir ADM-projektet i Uppsala [1]. Lars-Erik
Bjork och Hans Brolin har i sin forskning pévisat resultat dir en mindre férindring
av tidsplaneringen gav ett positivt resultat pd ett efterfoljande test. Forsoksklasserna
hade markant bittre resultat 4n kontrollklasserna pd de forstdelseinriktade testen
och lika bra resultat pé testen som avsdg rutinarbete. ADM-projektet kommenteras
utforligare i kapitel 5.

Men om man nu vet att problemldsning ir bra, vilken typ av uppgifter och vil-
ken typ av problemlésning bér man da anvinda, och vad menar vi egentligen med
problemlosning?

2. Probleml6sning

Vad kinnetecknar problemldsning i matematik? En svarighet med att definiera be-
greppet 4r att det ir relativt, dvs det som ir problemlosning for en person behover
inte vara det for en annan. En definition som jag tycker bra om ir den som Alan
Schoenfeld [9] beskriver och som 4r himtad ur Oxford English Dictionary: “Problem.
A doubtful or difficult question; a matter of inquiry, discussion, or thought; a ques-
tion that exercises the mind.” Fritt 6versatt: “En oviss eller svr uppgift; foremal for
undersokning, diskussion eller eftertanke; en uppgift som motionerar intellektet.”



Om detta appliceras pa elever i gymnasieskolan innebir problemlssning i mate-
matikundervisningen alltsd uppgifter som inte ir rutinarbete eller standarduppgif-
ter, utan uppgifter dir eleverna maste anvinda sin matematiska kompetens for att
analysera och diskutera 13sningsidéer.

Med hjilp av tvd geometriska exempel vill jag pavisa den skillnad som finns mel-
lan en problemlésningsuppgift och en uppgift som for de flesta elever p& gymnasiet
inte innebir problemlésning:

1. Du har en triangel med sidlingderna 3, 6 och 8cm. Berikna den storsta vin-
keln.

2. Du har en cirkel med radien 3cm given. Markera slumpmissigt tre punkter
pa cirkelperiferin. Sammanbind punkterna till en triangel. Hur ska punkterna
viljas for att den inskrivna triangelns area ska bli sd stor som méjlige?

Uppgift 1 ir en typisk uppgift i geometri i gymnasiets D-kurs, ofta placerad direkt
efter rubriken “Cosinussatsen”. Den kan betraktas som en standarduppgift. Uppgift
2 diremot kriver en hel del undersskning och diskussion for att kunna 18sas, en
typisk problemlssningsuppgift.

I programmalen for naturvetenskapsprogrammet [12] stir bland annat f6ljande
krav pa utbildningen:

Skolan har ansvar for att eleverna efter fullfsljd utbildning
e kan formulera problem, stilla upp hypoteser och foresld 16sningar,
e kan utnyttja teorier och modeller i sitt tinkande och inse betydelsen
av successiv utveckling av modeller,
e kan utveckla sin férméga att utnyttja matematiska modeller och
inse deras mojligheter och begrinsningar,
e kan anvinda datorer som ett verktyg i studier och arbete,

Kraven pd elevernas formaga att 16sa problem och att anvinda matematiska mo-
deller och tekniska hjilpmedel 4r siledes stora.

I beskrivningen av matematikimnet i kursplanen for naturvetenskapsprogram-
met [11] betonas ocksd vikten av problemlésning och fortrogenhet med tekniska

hjilpmedel:

Tillgdngen till nya tekniska hjilpmedel férindrar delvis matematikens
innehéll och metoder. Méinga rutinoperationer, frimst av numerisk och
grafisk karaktir, kan nu utforas av miniriknare och datorer.

Probleml6sning, anvindning av matematiska modeller, kommunika-
tion och matematikens idéhistoria ir fyra viktiga aspekter av matema-
tikimnet som skall belysas i undervisningen.



En tolkning av de tvd citaten ovan ir att problemldsning, vid behov med hjilp
av grafriknare eller motsvarande, bor vara av central betydelse i skolmatematiken.

3. Grafriknaren

Miniriknare finns av manga olika slag. De kan delas in i fyra huvudtyper:

1. Aritmetisk riknare. I princip bara de fyra riknesitten.

2. Tekniska riknare. Ett stort antal standardfunktioner inkluderat trigonometri,
statistik och flera minnesfunktioner.

3. Grafritande riknare (grafriknare). Utover den tekniska riknarens funktioner
klarar grafriknaren ocksd att rita grafer. Den har ocksd ett betydligt storre
fonster 4n de tvd forsta varianterna. Grafriknaren har dven ett storre antal
specialfunktioner som till exempel matrishantering, ekvationslosning och pro-
grammeringsmdjligheter.

4. Symbolhanterande riknare. Denna typ ir 4nnu sd linge ganska ovanlig i sko-
lorna. Den ir ett mellanting mellan en grafriknare och en birbar dator med
programvara f6r matematik. Som namnet anger kan den férutom det som
grafriknaren kan ocksa utféra symbolisk manipulation av algebraiska uttryck.
Den har ett fullstindigt tangentbord i liten skala.

Den grafritande miniriknaren anvinds p& de matematikintensiva programmen i
den svenska gymnasieskolan. P4 motsvarande utbildningar i England genomfordes
ett projekt i bérjan av nittiotalet. Dir anvindes grafriknaren enligt Kenneth Ruth-
ven [8] 1 huvudsak till tre olika saker:

1. for att utfora rutinberikningar och grafritning

2. for att mojliggora ett numeriske eller grafiske sitt att nirma sig en ny mate-
matisk idé i stillet for eller parallellt med ett symboliskt

3. for att stimulera arbete med 6ppna frigestillningar med avsikt att frimja un-
dersokande och reflekterande verksamhet

Det ligger niira till hands att anta att denna indelning passar dven for den svenska
systemet. | denna artikel ligger fokus pa den grafritande funktionen och inte si
mycket pd aritmetiska anvindningsitt.

Flera forskare anser att forutsittningarna for matematikundervisningen har
forindrats drastiskr av att grafriknaren finns tillginglig for eleverna. Heidi Pom-
merantz siger: “The reality is that calculators are valuable educational tools that
allow students to reach a higher level of mathematical power and understanding”
[7]. Tillgangligheten kan inte heller ifrigasittas enligt Lucia Grugnetti och Francois
Jaquet: “It is no longer a question of accepting or rejecting the new technology, but
rather of determining its place in the teaching of mathematics™[3].



Grafriknarens uppgift i problemlssningsarbetet blir att fungera dels som ett bra
verktyg for att komma runt matematiska svarigheter som annars skulle kunna stop-
pa eleverna (se exempel 1: Lastbilen), dels att som en katalysator som inspirerar till
olika sitt att angripa ett problem (se exempel 2: Trigonometri).

Nir grafriknare fungerar som ett verktyg (typ 1 enligt Ruthven) utfor den saker
som eleven i vanliga fall antingen skulle ha utf6rt f6r hand (pé en avsevirt kortare
tid), eller ocksd inte ha gjort verhuvudtaget. At rita upp en graf dll ett tredje-
gradspolynom klarar eleverna av att gora f6r hand, men det ir svért att anvinda en
handritad graf for att 16sa en tredjegradsekvation, bland annat for att noggrannheten
inte dr speciellt hog.

Grafriknaren som katalysator (typ 3 enligt Ruthven) skiljer sig inte nimnvirt
frin verktygsvarianten nir det giller vad som utfors. Skillnaden ligger hos
anvindaren och i arbetsuppgifterna. Hir anviinder eleven grafriknaren for att bilda
sig en uppfattning om problemet och for att fi idéer om olika angreppssitt.

4. Problemen

Problemlésning med grafriknare fungerar bra inom ett flertal omraden. Uppgifter
med verklighetsanknytning sdvil som inommatematiska uppgifter. Det man forst
tinker pd 4r forstds uppgifter dir man arbetar med grafer pa olika sitt. Ndgra exem-
pel:

Exempel 4.1. Lastbilen [4]

En lastbil kor lings en 10 m bred gata. Den ska s
svinga av pd en annan, 7 m bred gata. Hur ling kan
lastbilen maximalt vara for att den inte ska komma upp
pé trottoarerna? Efter ett antal forenklande antaganden
(bortse frin lastbilens bredd mm) finner eleven att max-
imal lingd fis for den vinkel £ som ger kortast avstind ;
enligt linjen i figur 1. Detta kan skrivas s att den del —
av linjen som finns pd den bredare gatan beskriver en
triangel med en vinkel (z) kind. Hypotenusan i den
triangeln fir di lingden cg;) —. Pd samma sitt kan hy- X
potenusan i den lilla triangeln som bildas skrivas som

si171;c' Linjens lingd kan alltsd beskrivas med funktio- Figur 1. Férenklad
nen [(z) = Césow + sin' En snabb skiss p3 en gra- figur.

friknare gor att man kan avlisa vinkeln z ~ 0.7 dir



funktionsvirdet har sitt minimum, vilket ger att lastbilens maximala lingd blir un-
gefir 24 m. Eleven kan nu diskutera den matematiska modellen och vilka antagan-
den man har gjort, hur man tar med lastbilens bredd i rikningen och si vidare.
Min uppfattning ir att om eleven fir i uppdrag att minimera funktionen [(z) ge-
nom att derivera funktionen si kan algoritmen skymma matematiken genom att
eleverna fokuserar pa deriveringsalgoritmen i sd hog utstrickning att de inte ser den
overgripande matematiska idén. Nir eleven har arbetat med uppgiften enligt ovan
och fitt en mojlighet att f6rstd matematiken i den, 4z ir det dags att forsoka losa
uppgiften exakt. Hir fungerar grafriknaren som ett kraftfulle hjilpmedel vilket ger
eleven mojlighet att 16sa uppgiften dven om han/hon inte kan derivera funktionen
eller inte kan genomfora nédvindiga algebraiska forenklingar.

Exempel 4.2. Trigonometri
Diskutera hur antalet 16sningar till ekvationen sin z = kx beror pa virdet av varia-

beln k.

-1t

Figur 2. sinx = 0, 1x

Eleven kan med st6d av att rita grafer liknande den i figur 2 resonera sig fram till
slutsatser av denna typ:

i: det kan bara finnas ett udda antal 16sningar

iiz om k > 1 finns det bara en 3sning

iii: for vissa virden pd k ir linjen tangent till sinuskurvan

iv: k = 3 och k = —3 ger olika antal losningar

Denna typ av diskussion med utgingspunkt i grafen kan ge eleven nya idéer och
sdtt att angripa problemet.

Grafriknarens roll i denna uppgift ir att vara en katalysator, dvs ge eleven en
mdjlighet att betrakta problemet pa flera sitt. Eleven kan d& f2 olika idéer om hur
l6sningen kan se ut och om hur man kan angripa uppgiften.

Exempel 4.3. Logaritmekvation
Betrakta funktionen f(z) = t + = Inz. For vilka positiva virden pa ¢ har funktio-
nen tva skilda nollstillen?



En elev som jag iakttog och diskuterade med arbetade med denna uppgift. Han
borjade med att sitta ¢ = loch rita grafen for att se hur grafen sig ut. Detta for
att se var funktionen har exakt ett nollstille. Eleven sade att han egentligen inte
visste varifrin han fickt = 1. En forklaring kan vara att 1 4r ett vanligt virde pd
konstanter. Nir han sig grafen till y = 1 4+ zInx sa han “¢ miste ligga mellan 0
och 17.

Han sag att ¢ maste vara positiv ur
uppgiften. Efter detta borjade han pro- 1 25
va sig fram till det virde pa ¢ som gav 1
precis ett nollstille. Han ritade forst ¢ 45
y = 0+ zlnz (Agur 3) och kunde 4 5
avldsa att ¢ borde vara lite mindre 4n | 55
0,5. Efter ett antal tester hittade han ett
nirmevirde, ¢ = 0, 37. Nir han ritade
grafen till y = 0, 37+ z In z insdg han
att det inte var exakt ritt. Han insdg
ocksd att om man provar fler ginger s&
kan man hitta ett bittre nirmevirde, men det kommer inte heller att bli exake ritt.
Nu frigade eleven mig “hur fir man fram exaktvirdet?” Eleven blev intresserad av
att losa uppgiften algebraiske efter att ha undersokt uppgiften med en grafriknare.
Den traditionella metoden att l6sa denna uppgift ir att ta fram minimivirdet till
funktionen y = zInz och sedan anvinda detta for att ta fram ¢. Eleven som jag
foljde hade troligen inte klarat detta utan mycket tydlig handledning frén min sida.

Ficur3.y =0+ zlnz

Dessa tre exempel indikerar ndgra av de fordelar och méjligheter som gra-
friknaren kan medfora vid problemlosning. Grafriknarens dubbla funktion bade
som katalysator och som verktyg kommer fram mycket tydligt i det sista exemplet.
Eleven tittar forst pd ett exempel for att bilda sig en uppfattning om hur funktionen
upptrider (katalysator) och provar sig sedan fram till ett nirmevirde till 16sningen
(verktyg). Eleven kunde pd egen hand f3 fram ett virdefullt resultat. Exemplet visar
ocksd den affektiva pdverkan som grafriknaren kan ha: eleven ville losa uppgiften
exakt nir han sig att grafriknaren gav nirmevirden.

5. Nagra forskningsexempel

Det finns minga exempel pé intressant forskning inom detta omride. Jag kommer
hir att beskriva tre forskningsprojekt med olika fokus. Det forsta (Jan Wyndham)
har sin tyngdpunkt pd problemldsning, det andra (ADM-projektet) pa tekniska
hjilpmedel och det tredje (Anna Sfard och Uri Leron) pd kombinationen av tek-
niska hjilpmedel vid problemlésning.



5.1. Jan Wyndham. Instillningen till probleml6sning i skolan har férindrats med
tiden i sverige. Utvecklingen har gétt frén att pd 60-talet varit undervisning for
problemlssning till att under 80-talet vara undervisning o7 problemlésning. Un-
dervisning for probleml6sning innebiir att eleven ska lira sig ett antal metoder och
angreppssitt for att kunna 16sa vissa typer av problem. Detta fungerar bra om pro-
blemen 4r ndgorlunda standardiserade, men svérigheter uppstar nir andra problem-
typer ska behandlas. I undervisning o7 problemlsning ska eleven reflektera dver
hur han/hon sjilv tinker och arbetar for att fi kontroll &ver sitt arbete. Detta in-
nebir att eleven bor vara medveten om sitt eget arbete i relation dill t. ex. de fyra
faserna i Polyas [6] problemlésningsprocess.

Jan Wyndham f6resprikar i sin avhandling [13] undervisning wvia pro-
bleml6sning, en strategi som ocksd dr grunden till det som brukar kallas PBL,
problembaserat lirande. Detta ir en klart konstruktivistisk tanke som har sitt ur-
sprung i Piaget och som féresprikas av ménga nutida forskare, t.ex. Paul Earnest
[2]. Problemlésningen skall alltsd vara den grund varpa eleven konstruerar sin egen
kunskap, den katalysator som sitter iging tankeprocessen hos eleven nir han eller
hon méter ett nytt matematiske begrepp.

Wyndham har ocksd studerat elever som arbetar tillsammans med pro-
blemlésning. Han visar att det ofta inte gir att avgora vem i ett par som egent-
ligen loser ett problem, utan den nya kunskapen som uppkommer i en pro-
blemlésningssituation ir ett kollektivt resultat. Detta 4r enligt Wyndham ett ex-
empel pé att ‘summan ir storre 4n delarna’. Han menar ocksd att problemtexten
kan fungera som en kommunikationspartner om en elev arbetar ensam, och pi sa
sitt berika elevens matematiska férmaga.

5.2. ADM-projektet. I ADM-projektet undersokte Lars-Erik Bjork och Hans Bro-
lin effekterna av att lata elever minska andelen rutinfirdighetstrining. Forsoket gick
till s& att eleverna i forsoksklasserna fick dra ner pd tiden som anvindes till grafrit-
ning for hand, att hitta extremvirden med hjilp av derivata, ekvationslésning och
exakt berikning av integraler och i stillet ligga motsvarande tid pa att arbeta med
grafriknare eller motsvarande dataprogram (Matematikverkstad av Karl Greger) ut-
ifrn ett arbetshifte. Arbetshiftet finns i tre versioner. Versionen fér naturvetenskap-
liga linjens andra drskurs heter Funktionslira med Matematikverkstad i NT2. Hiftet
innehéiller

grafritning och extremvirdesbestimning
numerisk ekvationslosning

stilla upp och berikna integraler
problemldsning i olika nivaer

test



Problemlssningsdelen innehaller 6vningar pa att stilla upp ekvationer och funk-
tioner, évningar pd att infora variabler och évningar pd att formulera egna pro-
blem. Efter forsoksperioden utfordes ett test i de deltagande klasserna. Samma
prov genomférdes ocksd i ca 70 slumpvis utvalda kontrollklasser. Resultaten av
den efterfoljande testen visade en klar forbittring i forsoksklasserna nir det giller
forstdelseinriktade uppgifter och problemlésning. Nir det giller rutinfirdigheterna
kan man inte se nigon skillnad mellan forsoksklasser och kontrollklasser. For
utforligare statistik se [1].

Lars-Erik Bjork och Hans Brolin drar slutsatsen att “Mathematical toolkit pro-
grams can enhance the quality of mathematics education”. Denna slutsats kan del-
vis kritiseras utifrdn att forsoksklasserna forutom arbete med datorprogram eller
grafriknare ocksa fick ett nytt och annorlunda arbetsmaterial. Det framgr inte av
denna rapport [1] hur forsoksklasserna valdes ut. Lirarnas instillning till forsoket
har troligen ocksd paverkat resultatet eftersom positiva och engagerade lirare som
far tillfille att prova nya arbetsmetoder har stora méjligheter att lyckas bra. Det gir
¢j att avgdra om de positiva effekterna kommer av datorprogrammen eller av ar-
betshiftena. Det kan ocksd vara s att det 4r kombinationen av dessa tvd som ger sd
gott resultat.

5.3. Anna Sfard och Uri Leron. Dessa tvé forskare diskuterar ett metaproblem i
sin artikel Just give me a computer and I will move the earth: Programming as a catalyst
of a cultural revolution in the mathematics classroom [10]. Metaproblemet (problem
om problem) lyder s hir:

Vilket av féljande tvd problem ir littare att 16sa for elever?
P1: Givet tre punkter i planet, (2,3),(—1,4) och (0,—1), bestim
medelpunkt och radie fér den cirkel som passerar genom dem.
P2: Skriv ett dataprogram som liser in koordinaterna for tre punkter
och returnerar medelpunkt och radie f6r den cirkel som passerar
genom dem.

Svaret pd frigan verkar sjilvklar, P1 ir ldttare eftersom det ir ett specialfall av P2.
I P2 maste eleven diskutera rikneoperationer utan att utféra dem och beakta en
mingd olika méjligheter. Nir forskarna bedémer uppgifterna med hjilp av elever-
nas resultat pd uppgifterna blir dock svaret det motsatta. Eleverna i forsoket hade
signifikant hogre l6sningsfrekvens pa P2 dn pa P1. Sfard och Leron kopplar sitt
resonemang till Alan Schoenfelds[9] resonemang om ‘beliefs’, till exempel att “en
uppgift som inte kan 18sas pd 12 minuter ir oméjligt”, och siger “the computer
turns some of the most deeply-rooted beliefs about mathematics and mathematical
problemsolving upside down”. De angriper den allmint accepterade asikten att det



finns en direkt koppling mellan en uppgifts komplexitet och elevers férméga att losa
uppgiften. De menar att denna &sikt méste ifrdgasittas.

Enligt min uppfattning s ligger det en hel del i vad Sfard och Leron siger, men
de drar vildigt langtgiende slutsatser fran sitt forsok. Jag hiller helt med om deras
dsike att kursplaneutvecklare méste i frsta hand beakta det som de kallar “the pul-
se of the learning community”, atmosfiren i klassrummet (fritc dversatt), och att
kursplaneutvecklarna maste bide basera sitt arbete pd denna atmosfir och samtidigt
forsoka paverka den.

6. Diskussion

Problemlgsning i matematikundervisningen i den svenska gymnasieskolan ir vik-
tig enligt liroplaner och kursplaner. I dessa dokument kan man ocks3 lisa att gra-
friknaren bér ha en central roll i elevernas arbete. Dessa tankar finner man éven
hos forskare i matematikdidaktik. Det kommer dock att ta lang tid att infora dessa
tvd komponenter i matematikundervisningen s4 att de blir en naturlig del for bade
elever och lirare, pdpekas av Kenneth Ruthven [8] di han siger “ ... it takes so-
me conciderable period for teachers to gain confidence in incorporating technology
in their teaching, and to do so with increasing spontaneity rather than through a
highly prepared activity”.

Kopplingen mellan problemlésning och grafriknare 4r nista steg. Existerar en
sddan koppling? Hur viktig 4r den? Hur kan en undervisning som bygger pa pro-
bleml6sning med grafriknare se ut? Dessa och ménga andra frigor inom detta
omréde ir i stort behov av klargérande forskning.
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